8.1.8 Dukaz matematickou indukci |

Predpoklady: 080104

Pedagogicka poznamkaRozdleni latky do dvou hodin je nutné brat s rezenki.
poslednim pkchodu jsme prvni hodinou zaplnili skoroédwyucovaci hodiny a
druh& hodinaistala zajemiam na domaci studium.

Pochopeni metody neni pro studenty jednoduclikaDuvedeny v normalnim
textu vyswtluji dvakrat. Poprvé Zaci nepisi, podruhé projdgroenamky na tabuli
a Zaci si udlaji poznamky.

Pri dokazovani induniho kroku je teba studeriim neustale aitaziovat, co
zname a dokazujeme. Tam je rie$i problém.

U procviiovacich piklada prilis netekam a psitam i na tabuli, prvnimijkladem,
ktery wtSina tidy sp@ita zcela samostatnbyva prvni piklad v dalsi hodi&, kde
uz na tabuli spiS$ nepiSu a odchytdvam problém\givesd.

Priklady na vzorec pro-ty ¢len a dlitelnost stidam schvalé protoze jednak se
meéni sier pohledu a jednak to snad trochu brani zmec¢hamimetody.

H Pi. 1. Je dana rekurentni posloupnest 3;a.,, = a, + 2;nJN . Napis prvnich § ¢lena
‘ posloupnosti a odhadni vzorec pray &len.

Cleny posloupnosti3;5;7;9;11;..
- Jde o lich&isla, prvni je 3= odhad vzorcg2n+1)”_.
- Pokud dosadime zaD{1;2;3; 4;3 ziskame prvnichgb ¢lena posloupnosti vySe= vzorec

(2n+1)"_ je spravny.

BohuZel tak jednoduché to neni, net@me s jistotou tvrdit, Ze vzorer; = 2n+1 plati pro

vSechna firozenacislan, vzdyt jsme ho zkusili pouze na prvnichtgisel (z nekonéa).
Zatim jde pouze o hypotézu (podloZeneti pypocty). Jak dal?

VyzkouSet vSechnafpozenédisla nejde (je jich nekokde¢ mnoho)= musime uvazovat
Jlllnéahkédré vyzkouSime, jak vypada situace pasicisla:

Kolik by mélo byt a,,,? a,,, = 2n+1= 2[100+ &= 20.

Predpokladame, Ze,,, je spravi. Bude vzorec spra¥rtake proa,,,?

Kdyz znamea,,, mizeme to oviit dosazenim do rekurentniho vzorce (ktery je sprav
URSItE): @, =@, = a,,+2=201+ 2= 203= 202 % @ 10% 4 n2> .

Pokud plati vzorec pra,,,, plati vzorec i proa,.

Neslo by to obechpro a, aa,,,?

Predpokladame, Ze platé, = 2k +1, chceme dokazat, Ze plag,, =2(k +1) + 1.
Zkusime to z rekurentniho vztahu:

., =8 +2=2k+1+ 2= X+ 2+ = Zk+ )+ = presre vzorec, ktery jsme ci.



Tim jsme doké&zali, Ze vzorec opravdu plati pro vSéma prirozena ¢isla.

Jak to?
Zopakujeme si, co vime:
1. Vzorec plati praa;; a,;a,a,a;
2. Pokud plati vzorec pro libovolrifen a, , plati i pro nasledujicilen a, ;.
=
» plati-li vzorec proa, (uz vime, Ze plati, z bodu 1), plati i pag,
» plati-li vzorec proa, (uz vime z pedchozitadky), plati i proa,,
» plati-li vzorec proa, (uz vime z pedchozitadky), plati i proa,,
» atak by Slo pokrvat pdad dal az do nekotiea.

MuZeme argumentovat i obrace&é Co kdyby vzorec prodaké cleny neplatil? Vezmeme
prvni takovyclen a oznéime hoa,,, . Pro fedchozilen a,,, ale vzorec plati (abg,,, byl
prvnim¢lenem, pro ktery vzorec neplatiy podle bodu 2 plati vzorec i p@,,, (Spor s tim,
Ze pro Rj neplati).

Prirovnani: Do fidy piichdzi novy student a pa&aditeltikd, Ze bude nejmensi védk. Jak to
ovetit? Aby se nemusel se vSentepeiovat, postavimeritdu dorady podle velikosti. Pokud
bude kdokoliv wads vétSi nez novéek, bude ¥tSi neZ novéek i ten, ktery je napravo (jako
vétsi) od g (analogie bodu 2). Stapreneiit novaka s prvnim studentemiad (tim
nejmensim) (analogie bodu 1), pokud je tertidivnez nové&ek, je novéek opravdu
nejmensi.

Praw jsme si ukazali novy typ matematickéhikdzu,diikaz matematickou indukci
Timto dikazem se dokazujity typu: ,,Pro vSechnaipozen&tisla platiVv (n)

Dukaz matematickou indukci se sklada ze dvou krok

1. Dokazeme, Ze plat¥/ (n) pro n=1 (owteni vzorce praa,).

2. Pro kazdé fFirozené&islok dokazeme: Jestlize platl/ (k), pak plati i V (k +1)
(owvéteni vzorce praa,,, za edpokladu, ze plati pre, ).

Bod 2 si nizeme pedstavit jako vytvieniietzu a bod jedna jakafalélani paatkutrettzu
ke kilu. Kazdyc¢lanekietzu je nyni pevé piidélan ke Kilu, protozetlanky drzi pohromasl
(bod 2) a prvni jeiidélan ke Kilu (bod 1).

Pr. 2: Dokaz pomoci matematické indukce, Ze pro vSechary posloupnosti

B 1 _ ] , .y n-2\%®
8 =2i8,,=23,;n0N plati vzorec pravty clen (27)

. Postupujeme podle krak

- 1. Owireni pro n=1:

a=2""=a-= 21‘2=% = plati (a, je%).

2. Predpokladame, Ze vzorec plati pré& a dokazujeme ho prok +1:



' Predpokladame, ze vimey, = 272,

' Zjistujeme, zda platia,,, = 2% = 2 = pouzijeme rekurentni zadani a &gme

' pomocia, ¢len a . : a,, =2a =27 =",

' &len a,,, pomoci vzorcea,,, = 2472 = 2 |

= pomoci pedpokladua, = 2% jsme ziskali vztah pra,,, = véta plati pro véechna

Pf. 3: DokaZz pomoci matematické indukce, Ze pro viechinazgnégisla plati:3/n® + 2n
(3 &kli gislo n®+2n).

- Postupujeme podle krék

1 Owéieni pron=1:

- n°+2n=T+ 201= 3je dilitelné 3= plati

1 2. Predpokladame, Ze #ta plati pro k a dokazujeme ji pro k +1:

- Predpokladame, ze vim&/k® + 2k.

' Zjistujeme, zda plati3/(k +1)3 +2(k+1 = upravujeme vyraz tak, abychom vyuzili
3/K*+ 2K

(k1) +2(k+ D =K+ E+ K+ I K+ 2K+ R+ B+ B+ 3K +2k+3(k* +k+1)

- gerven&sast vyrazu je ditelna kvili predpokladu3/k® + 2k = véta plati pro viechna

Z predchozich dvouffkladi je vidét vyhoda dkazu matematickou indukci: dosazeni pro
n=1 je mechanick4 zalezitosti plokazovani indusniho kroku pak vime, jaky tvar
potrebujeme ziskat.

Pr. 4. Dokaz pomoci matematické indukce, Ze pro vSechinazgnacisla plati:
5/ 23 -3 (5 ali ¢islo 2*™2 - 3).

- Postupujeme podle krék

. 1. Owieni pro n=1:

2m-3=2"3-3= - 3= 128 3 12je dilitelné 5= plati.

' 2. Predpokladame, Ze #ta plati pro k a dokazujeme ji pro k +1:
predpokladame, ze vimé:/ 23 - 3.

' Zjistujeme, zda platis/ 2

“9+3_ 3 — upravujeme vyraz tak, abychom vyuZli 23 - 3:

24(k+1)+3_3: 24k+7_24k+3+ 24<+3_ 3= 2k+ 3( 24_ )_+ Z+3_3:24k+3 D-5+24k+3_3.
! 0

- Cervenasast vyrazu je ditelna kvili predpokladu5/2*** - 3 = véta plati pro viechna.

Pedagogicka poznamkaPredchozi piklad studenti sami nevgsi kvali pouziti triku
s prictenim nuly. Jeieba, abyste jim pomohli rozliSit, Ze metodu indulod i
pies to, Ze je trik nenapadl.

Pr. 5. Petakova:
strana 150/cveni 101 a)
strana 150/cveni 102 a)



Shrnuti: Dukaz matematickou indukci mé dva kroky: v prvnimikrakontrolujeme
platnost pro prvnélen (ipeviiujeme péatekietzu), ve druhém z platnosti pke
ty ¢len dok&Zeme platnost piot+1 ¢len (jednotlivéclankyfetézu drzi
pohromad).



